1.4. Proprietati ale legilor de compozitie interna

1. Asociativitatea

Definitie:
O operatie algebrici ,,* ” pe multimea M se numeste asociativd , daci:
(x*y)*z=x*(y*z),™)y,zeM
Exemple:

1. Adunarea $i inmultirea sunt operatii asociative pe oricare dintre multimile N, Z, Q, R, C.
2. Adunarea matricelor in multimea. M| (R) este asociativa .

3. PeRsedefinestelegea *:RxR > R ,prinx *y=xpy-2x-2y+1.
Sa cercetdm daca legea * este asociativa:

x*y)*z=(xy-2x-2y+1)*z=xyz-2xz-2yz+ 7 - 2xy + 4x + 4y-2-27+1 = xyz- 2xy -2x7-2yz+4x +4y -z - 1 (*)

x*¥(y*z) =x* (yz-2y-2z+1)= Xyz-2Xy -2Xz+X -2X - 2yz+4y + 4z -2 + 1 =Xyz - 2Xy - 2x7Z - 2yz -X + 4y + 4z - 1 (**)
Din (*) si (**) rezultd ca operatia nu este asociativa.

4. Tot pe R reluand calculele pentru operatia x*y = xy-2x-2y-6 se ajunge la concluzia cd aceasta este asociativa.

Observatie

Daca ,,* “ este o operatie pe M, iar H este o parte a lui M, stabild fatd de ,,* ”, atunci:
daca ,,* ” este asociativa pe M, ea este asociativa Si pe H.
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2. Comutativitatea

Definitie:
O operatie algebrica ,,* ” pe multimea M se numeste asociativi , daca:
X*y:y*x’ Vx,yeM

[Exemzlezll

1. “Adunarea si inmultirea pe oricare dintre multimile N, Z, Q, R, C sunt legi de compozitie
comutative.

Demonstrim comutativitatea adunarii numerelor complexe. Fie z;,z; € C, z; = a + ib si

zm=a’+ib avemz+z=(@+bi)+@ +bh=(@+a)+ib+tb)=(@+a)tib'+b)=

=a’+ ib’+ a + ib =z, + z;, deci adunarea numerelor complexe este comutativa.

2. Reuniunea si intersectia partilor unei multimi sunt legi de compozitie comutative.

3. Pe R definim legea ,*” astfel: * : R x R »> R, x * x = 4xp — 5(x + y) + 3,
VxyelR

Aratam ca legea * este comutativa: x * y =4xy — 5(x + y) +3=4yx - 5@y +x) +3 =y *x,

V x,y € R (s-a folosit proprietatea de comutativitate a inmultirii x - y =y - x si adunarii x + y=

= y + x numerelor reale).
4, 1n clasa a XI-a s-a aritat ca tnmultirea matricelor nu este comutativa.

5. Scaderea in Z este o lege de compozitie necomutativa. Exemplu: 7 =10 # 10 7.

6. Compunerea functiilor nu este comutativa. Intr-adevar fie f, g € #(R) definite prin:
1 (x)=2x*sig(x) =x - 3.
Atunci (f o g)(x) = f (g(x)) =2(g(x))* =2(x - 3)* = 2x* — 12x + 18;

(g0 f)x)=g(f ()= f(x)-3=2x"-3.
Sevedeca fog#geo f.

Prof:Ciocotisan Radu-Carei



Observatii:
1. Daca * “este o operatie pe M, iar H este o parte a lui M, stabild fatd de ,,* ”, atunci: daca ,,* “ este comutativa pe M,
ea este comutativa Si pe H.
2. Daca,* “este o operatie pe M data prin tabla operatiei, operatia ,,* “ este comutativa daca $i numai daca tabla
operatiei este simetrica fata de diagonala principala.

3. Distributivitatea
Definitie:

Fie ,,* “ i ,,* “ doua operatii algebrice pe aceeagi multime M.
Spunem ci operatia ,,*” este distributivi la stinga fata de operatia ,,° «, daca:
M x*(y°z=x*y) " (x*z), ™yzeM
Spunem ca operatia ,,* “ este distributiva la dreapta fata de operatia ,,° “, daca:
(2) (y © Z) *X = (y * X) o (Z * X), Vx,y,zeM
Spunem cé operatia ,,* “ este distributiva fati de operatia ,,° “, daci este distributiva atit la stinga cét gi la dreapta,
adica sunt verificare ambele conditii (1) si (2).

Exemple:
1. Pe oricare dintre multimile N, Z, Q, R, C sunt definite operatiile de adunare $i inmultire. Legea de compozitie ,,inmultirea” este

distributiva fata de ,,adunare":
ae*(b+c)=ab+ac, pentruorice ab,ceN, Z, O, R, C.
2. Pe multimea M (R) sunt definite adunarea $1 inmultirea matricelor. inmultirea este distributiva fata de adunare:
A (B + C)=AB+ AC, pentru orice A,B,C.
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4. Elementul neutru

Fie (x,y) 2 x *y o lege de compozitie pe multimea M.
Spunem ca legea admite element neutru daca exista € < M astfel incat:
X*e = e*x=Xx, pentru orice x € M

Elementul e cu aceasta proprietate (daca existd) se numeste element neutru fata de operatia “*”

.Exemplu:
Pe Z,x *y =x +y + 1 admite elementul neutru e = — 1 € Z, deoarece;
X*(D)=x+(D+1=xsi(-1)*x=—1+x+1 =x, VxeM.

1. Fatd de legea de compozitie (x, y) — x - y, in multimea R a numerelor reale, elementul
neutru este numar real 1, deoarece pentru orice x € R avem:
x-1=1.-x=x,(V)xeR.
2. Considerim pe multimea Z a numerelor intregi legea de compozitie (x, y) = x +y.

Elementul neutru este numirul intreg 0, deoarece este singurul numar intreg pentru care
xt0=0+x=x,(V)x e Z.

Daca o lege de compozitie interna admite element neutru, atunci acesta este unic
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3. in multimea M_(R) a matricelor patrate de ordinul # cu coeficienti reali avem legile de compozitie:

adunarea (4, B) > A + B siinmultirea (4, B) > A * B.
Elementele neutre fatd de aceste legi de compozitie sunt respectiv matricea 0, (matricea zero de ordin ) $1 matricea unitate de ordin

care s-anotat cu I . 0 0 0 1 0 0
0 0 .. 0 01 .. 0
0,= i1, =
0 0 .. 0 0 0 .. 1
x 0 x
5. Fie M= A(x)=[0 0 0 xeRI. M este parte stabild a Iui A#H(R) in raport cu
x 0 x

inmultirea, deoarece A(x)- "A@)= A22xy) € M, (V) A(x),A(y) € M. A( ) € Msi A( ) -

A(x) = A(x) - A( ) =A(x), (V) A(x) € M, dec1A( ) este element neutru al operatiei ,,-

pe M.
Desi I3 - A(x) = A(x) - I = A(x), (V) A(x) € M, I -

, , 13 nu este element t i >
e B Hisinaca Bi-e iy neutru al operatiei ,,

Observatie
In cazul cand legea de compozitie este notata aditiv, elementul neutru este notat cu 0 $1 se numeste elementul zero.
Daca legea de compozitie este notata multiplicativ, elementul neutru se numeste elementul unitate.
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X+Yy
1+ xy

- S3 se determine

Fie multimea 4 = (=1, 1) pe care s¢ defineste legea: x*y =

elementul neutru fatd de aceasta lege.

X+€
=X &

Solutie. Notdim cu e elementul neutru daca el existd: x*e=e*x=x & 1
+ xe

xt+e=x+xe < e(l-x*)=0, (V)xe(-1,1) > e=0si0€4. In concluzie elementul neutru

este 0.

x+0 _ O+x
=x §1 O*xx= =¥
1+x-0 140:x

Verificare: x * 0 =

Definitie:
Un cqg'lul (G, ¥), unde G este o multime nevida
iar ,,*" este o operatie algebrici pe multimea G asociativa $i care admite element neutru se numegte monoid
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Sa definim prin inductie compunerea unui numar finit de elemente din M:

Fie (x, y) = x *y o lege de compozitie asociativda pe M. Definim X * Xy *LF Xn = (xl * X LT Xn-1 )* Xn
XX, ¥y = (‘xl *xz)*x3
X Fx, F XX, = (xl * X, >kx3)*x4

* * * %k — * * * %k *
xl X2 X3 eee x i (.xl X2 X3 eee xn_l ) .xn

n

Puterea n-a a lui x

Fie M o multime inzestrata cu o lege de compozitie asociativa, multiplicativa $i cu element neutru e.
Pentru orice x e M Si orice n eN definim puterea n-a a lui x prin:
X-x-....x (n— factori),dacan#0

X = Avem evident X X" =X
e n=>0

m+n

Multiplii lui x

Daca M este inzestrata cu o lege de compozitie asociativa aditiva $i daca element neutru 0 e M
atunci pentru orice x e M $i orice n e N, definim nx prin:

X+x+..+x (n—termeni),dacan #0
0 n=0

nx = Avem evident mx +nx = (m + n)x
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5. Element simetrizabil

Daci ,,* ” este o operatie pe multimea M, avand elementul neutru e, spunem ci un element x e M este simetrizabil fata

de operatia ,,* ”, dacd existd x'e M cu proprietatea: X *x’=x’*x=e

Elementul X se numeste simetricul lui x fata de operatia ,,* ”.

Notatie
In notatie aditiva (adunare), simetricul elementului x se noteaza cu - x §i se numeste opusul lui x.
1

in notatia multiplicativa (inmultire) simetricul lui x, daca existi, se noteaza x - sag  $i se numegte inversul lui x

(iar x se numeste element inversabil ), evident x # 0.

Observatie
Daca x ¢ M are un element simetric, atunci acesta este unic.

Exemple:

1. Fata de adunarea definita pe multimea numerelor naturale, singurul element simetrizabil este 0.

2. Considerand inmultirea definita pe Z singurele elemente simetrizabile sunt 1 i -1.

3. Fata de adunarea definita pe Z toate elementele sunt simetrizabile.

4. Pe multimea M (C) a matricelor patratice de ordinul n, elementele simetrizabile fatd de inmultire sunt
matricele 4 cu det 4 # 0, simetricul matricei 4 fiind matricea inversa 4.

Pe aceeasgi multime M (C) consideriand operatia de adunare observam ca orice matrice

A este simetrizabila $i are ca simetric matricea - 4, numita opusa matricei A.
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S. Fata de compunerea functiilor elementele simetrizabile sunt functiile bijective, deoarece o functie este inversabila daca
$i numai daca este bijectiva.
6. Pe multimea R a numerelor reale se definegte legea de compozitie ,,* ” astfel:
#*RxRDR,X ¥y =Xy - 7x - 7y + 56 al cirei element neutru este ¢ = 8. Ciutiim elementele simetrizabile.
Fie x e R.. Cautam x’' ¢ R astfel incatx *x'=x"*x=8 & xx'-7x - 7x'+ 56 =xx'- 7x'- 7x + 56 = 8 & (deoarece pe
R adunarea Si ,,*" sunt comutative) <& xx’'-7x-7x'+56 =8 & x'(x-7) = 7x - 48.
i) Daca x =7 ecuatia devine x' » 0 = 1, care nu are solutie. Prin urmare, x =7 nu este simetrizabil.

ii) Dacd x #7 obtinem x'= 7x—48 € R , prin urmare orice element din R \ {7} este simetrizabil.
x=7
7-2—48 34
De exemplu simetricul lui 2 este numarul < = 2—_7 = ?

Daca ,, * " este o operatie pe M, asociativa cu element neutru,
notam U(M) multimea elementelor din M, simetrizabile fati de operatia ,,*".

Exemple;

1. Pentru multimea Z inzestrata cu inmultirea, U(Z) = {- 1, 1}.
2. Pentru R culegeax *y=xy-7x-[ly +56, dupa cum am vazut anterior, U(R) = R\{7}.
3. Pentru, M;(C), inzestrata cu inmultirea, avem

U(M,;(C)) ={A | detA # 0}.

Observatie:
Fie ,,* ” o lege de compozitie interna asociativa §i cu element neutru, definita pe o multime M. Atunci:
1°. Daca elementele x,.y sunt simetrizabile, atunci x * y este simetrizabil $i (X *y )’ = y’ *x

- . . . o o . - . . . . 2)) —
2° Dacii elementul x este simetrizabil, atunci simetricul siu x¢ este de asemenea simetrizabil gi (X’ )’ =X
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[Exemple:

1. Pentru inmultirea matricelor pe M3(R), daca 4 si B sunt inversabile,
inversabila si (4-B)' =B~'. 47",

1. 2. 1 3
Spre exemplu, pentru A=(3 5)$IB=(2 5) avia A-B=(5 13)

atunci 4 - B este

13 34
e =(_5 2 B -5 3 o 34 -13 A
s )BT =G L) @Bt ) )23— A far

4 opa (29 -17 ¢
A7-B ~(_17 B );t(A-B)‘.

2. Functiile f/,g: R > R, f (x) = 2x si g(x) = 3x + 1 sunt inversabile. f ~!': R - R,
x-1

¥ | T
fl(x)=5x sig I:R—)R, g“(x)==

Functia f o g : R = R, (f o gkx) = 2(3x + 1) are inversa (f © g) Vi) =

%x_l k-2 1 1 . 2 | xiel
RS ner =(g”» /" Jon i fileg ) @) ="

|l_"robl'eme- rezolvateil

1. Definim pe R legea de compozitie ,,*"’ pﬁn: x*y=xy—-3x-3y+12, (V)xyeR.

a) S se arate cd 4 = (2, 4) este o parte a lui R stabild in raport cu legea ,,*”.

b) Sa se demonstreze cd: 26 < xyz=36(xy+yz+ zx)+9(x+ y+2z) <28 oricare ar fi

x,y,z€A.
Solutie. a) Considerdam x,yed, atunci: 2 < x < 4 i 2 <y <4, de unde |x - 3 |<
% 1.8 Iy — 3|< 1, ceea ce implica |(x=»»»r; 3)y-- 3) |< 1. Aceasta se mai scrie:
—1<@x-N-PN<lo-1<xy-3x-3y+9< 1 si adundnd 3 in toti membrii avem
2<xy-3(x+y)+12 <4, adicd x * y’*’é'A, Ceéd ce aratd ca A este parte a lui R stabila in
raport cu legea de compozitie ,,*”.
b) Deoarece x*(y*z)=xyz—3(xy+yz+2x)+ 9(x+y+z)—24, rezultd ca:

xyz=3(xy+yz+zx)+9(x+y+z)= x*(y*z)+24.

Deoarece x*(y*z) €4 (cici x,y,z€A, iar ,,*” este lege de compozitie pe 4), deducem ca:

2<x*(y*z)<4e26<x*x(yxz)+24<28.
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2. Pe R definim legea de compozitie: x *y = 2xy + ax + by.+3, unde a,beR.
i) Determinati a,b € R pentru care legea este asociativa.

ii) Determinati a,b € R pentru care legea admite element neutru.

(deoarece am obtinut valorile dintr-un caz particular) pentru
a=b=-2: —4xz+6z+4x—6—22=4xz+6x—2x+4z—6, evident adevirati

. Pentru
I gih sl gl ot S a=b= 3 6xz + 6z + 2 +3z= 6x.z + 655 +3x+9z+9, evident adevirati,
iv) Dacd a = b = - 2, verificafi dacad M = [1, ») este parte stabild a lui p ) Prin urmare: , *” este asociativi pentfrua=b=-2saug=ph=3,
- i) %" admite element neutru < 3 e € R astfel incit-e *+ x = x % ¢ = 3o

Solutie. i) ,*” asociativa = (x *y) ¥ z= (V) xyz e R.

= +3).z+
(x*y)*z=20x*y)-z+alx*y) Tbz+3=22xy tax +by+3)-z

V1 eR o {2xe+ax+be+3=x
2
+a(2xy+ax+by+3)+bz+3=4xyz+2axz+2byz+6z+2axy+ax+

, e , (V) x € R. Identificim coeficientii s obtinem:
2ex+ae+bx+3=x ’ '

2e+a=1
+aby+3a+bz+3 )] be+3=0 a=b & ; _ . .
x"L_‘Izvz*z)=2x(y=l:z)-l-ax-kb(})’l=z)+3=2x(2y‘2+ay+bz*_g)Jr_i_ax;_+ b=l ae+3=0'Dacaa D ornafs. aert: 3= . e solufi. Prin nemare
+b(2yz + ay + bz +3) +3 = dxyz + 2axy + 2bxz + 6x + ax + 2byz + aby ae+3=0

2 Z) :
+bhz+3h+3 ( 2 o +6x+ax + : 3
. Din (1) si (2) rezultd: ,*” asociativi <> 2axz + 6z + a’x + 3a + bz = 2bxz + bx admite element neutru < a = b # 0, caz in care elementul neutru este e=-— e R,

a
+bz+3b,(VxyzeR  (3) : 31') ()2 € R, deci iii) Dacd legea este asociativi si admite element unitate, distingem dous cazuri: g = b = - 2
- inem: (6 + b)z+3a=bz+3b, (V)zeKR,
Pentru x = 0 obtinem: (6 + b) e:i sia=b=3;e=-1.
6+b=b @{be{—2;3} 2
{351 =3b a=b

Aflam elementele simetrizabile in primul caz, al doilea caz i] ldsam ca exercitiu.

x*y=2%y-2-2+3; e=%.

Fie x € R, x simetrizabil < 3 x' € R astfe] incdtx * x'=x'*xx = % © ' -2 -2+
+3= % © ul(x - 1)=—i.

Dacé x = 1 ecuatia nu are solutie, decix = 1 nu simetrizabil.

Dacix#1= x'=-

€ R, deci (V) x € R\ {1} ¢ simetrizabil.
4(x-1) ‘

W)x21siy21=@x-1)p- D200xy-x-y+1200
¢>2xy—2x—2y+220¢$2xy—2x—2y+32 lox*y>1
Prin urmare, M=[1, o0) este stabils fatd de legea %",
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3. Fie M o multime nevida si fie (x, ¥) = x -y o lege de compozitie pe M.

Notind: H = {aeM | (xa) -y = x(ay), (Y)x,ye M}, aritati ci H este parte a lui M stabili in
raport cu legea dati.

Solutie. Dacd a,beH, atunci (xa)y = x(ay) si (xb)y = x(by), (V)x,yeM. Prin urmare,
(x(ab))y=((xa)b)y= (xa)(by) =x(a(by) )=x((ab)y), (V)x,ye M de unde abeH, q.e.d.
; - i ncat G| (X J0Y) v
4. Sa se determine functiile S : R* - R astfel incat G= 0 1 |xeR* ) sa fie parte a
, r

lui .#(R), stabild in raport cu inmultirea matricelor.

Solutie. Avem: (x f(x))_(y f(y))z(xy xf(y)+f(x))eG rezultd cd existd weR*

0 1 0 1 0 1
astfel incat ()3/ J‘cf(y);f(x))=(l(; f(lu)):{t}:u;}; xf(y)+f(x):>f(x W=xf@)+ f &),

(V)x,yeR* (1) in (1) inlocuim x — y, y — x si obtinem: .f (x -y) =y f @) +f @), (VxyeR* (2).
Din (1) si (2) avemx f () + f () =y f () + f (), (V) xy € R*. |
Dand lui y o valoare de exempluy =2 rezultix f () + f () =2/ () + f (2), deci f (x)=a(x-1),

(V)xeR*, (a= f(2)). B S
Deoarece am gasit forma functiei dintr-o valoare particulard, verificam daca satisfac

cerinta, (V) x,y € R*. 1 o
) s ) <)
z(xg; axy—axl+ax—a)=(xév a(x){—l))z()i)y f(;f)’)).

Prin urmare, functiile cautate sunt { : R* > R, f(x) =a(x - 1), (V)aeR.
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